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Abstract
Weak approximation and Hasse principle for homogeneous spaces with
finite solvable stabilizer. Let K be a global field and G a finite solvable K-group.
Under certain hypotheses concerning the extension splitting G, we show that the homo-
geneous space V = G′/G with G′ a semi-simple simply connected K-group has the weak
approximation property. We use a more precise version of this result to prove the Hasse
principle for homogeneous spaces X under a semi-simple simply connected K-group G′
with finite solvable geometric stabilizer G¯, under certain hypotheses concerning the K-
kernel (or K-lien) (G¯, κ) defined by X.
Keywords : homogeneous space, weak approximation, Hasse principle, Galois coho-
mology.
MSC classes (2010): 11E72, 14M17, 14G05.
Résumé
Soit K un corps global et G unK-groupe fini résoluble. Sous certaines hypothèses sur
une extension déployant G, on démontre que l’espace homogène V := G\G′ avec G′ un
K-groupe semi-simple simplement connexe vérifie l’approximation faible. On utilise une
version plus précise de ce résultat pour démontrer le principe de Hasse pour des espaces
homogènes X sous un K-groupe G′ semi-simple simplement connexe à stabilisateur
géométrique G¯ fini et résoluble, sous certaines hypothèses sur le K-lien (G¯, κ) défini par
X.
Mots clés : espace homogène, approximation faible, principe de Hasse, cohomologie
galoisienne.
1 Introduction
SoitK un corps global, i.e. un corps de nombres ou le corps de fonctions d’une courbe C sur un
corps fini. Dans le cadre des espaces homogènes de groupes linéaires connexes, l’approximation
faible et le principe de Hasse sont deux propriétés qui ont été vérifiées, par exemple, pour
les espaces principaux homogènes sous un groupe semi-simple et simplement connexe, et cela
depuis déjà presque un demi-siècle. Pour les espaces homogènes à stabilisateur non trivial,
ou même pour les espaces principaux homogènes sous les tores, on connaît cependant des
exemples ne vérifiant pas le principe de Hasse, ainsi que des exemples ayant des points
rationnels mais ne vérifiant pas l’approximation faible.
Or, depuis la mise en évidence de l’obstruction de Brauer-Manin pour le principe de Hasse
et pour l’approximation faible, introduites respectivement par Manin et par Colliot-Thélène
et Sansuc, on ne connaît pas d’espace homogène dont le défaut de ces propriétés ne soit
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pas expliqué par ces obstructions. La question naturelle à se poser alors est de savoir si cette
obstruction est la seule dans les deux cas. Dans [Bor96], Borovoi a démontré que l’obstruction
de Brauer-Manin au principe de Hasse et à l’approximation faible est la seule pour les espaces
homogènes sous un groupe linéaire connexe à stabilisateur connexe, ou encore à stabilisateur
abélien en supposant que la partie semi-simple du groupe ambiant est simplement connexe.
La question générale reste pourtant totalement ouverte.
Si l’on considère le cas “opposé” de celui des stabilisateurs connexes, i.e. celui des stabili-
sateurs finis, on ne connaît que quelques cas particuliers, comme le cas abélien chez Borovoi
déjà mentionné, ou les travaux de Harari et Demarche sur l’approximation faible pour des
quotients de la forme G\SLn pour certains G finis constants et non abéliens (c.f. [Har07] et
[Dem10]). Le résultat principal dans cette direction est cependant celui de Neukirch dans
[Neu79], lequel a inspiré la rédaction de ce texte.
Lorsqu’on veut considérer des stabilisateurs finis, on peut le faire sous différents groupes
ambiants. Or, du moins pour l’approximation faible, la question est triviale lorsqu’on consi-
dère un groupe ambiant unipotent et la réponse est déjà connue pour un groupe ambiant
torique (car la question se ramène trivialement aux espaces principaux homogènes), le cas
intéressant étant alors celui des groupes semi-simples. De plus, si l’on considère un K-groupe
fini G plongé dans un groupe G′ semi-simple et si l’on note ρ : G˜′ → G′ le revêtement
universel de G′, il est aisé de voir que l’on a un isomorphisme canonique entre les variétés
V˜ := ρ−1(G)\G˜′ et V := G\G′ induit par ρ. Le noyau de ρ étant fini et central, le groupe
ρ−1(G) est alors un groupe fini et une extension centrale de G. Ainsi, on voit que l’on peut se
restreindre à étudier le cas des groupes ambiants semi-simples simplement connexes comme
il a déjà été fait par Borovoi, Demarche et Harari dans leurs travaux.
Le but de ce texte est donc de démontrer un résultat d’approximation faible pour des
espaces homogènes V := G\G′ avec G′ semi-simple simplement connexe et G fini et résoluble
(i.e. G(K¯) étant un groupe résoluble). On démontre notamment le résultat suivant :
Théorème 1 (Conséquence du théorème 8). Soient K un corps global et G un K-groupe
fini résoluble d’exposant n premier à la caractéristique de K. On suppose qu’il existe une
extension finie galoisienne K ′/K déployant G et telle que, si l’on note m(K ′) le cardinal de
l’ensemble des racines de l’unité contenues dans K ′, on a (m(K ′), n) = 1. Soit V = G\G′
pour un K-plongement G→ G′ avec G′ un K-groupe semi-simple simplement connexe. Alors
V vérifie l’approximation faible.
Ce théorème améliore le résultat de Neukirch dans [Neu79], corollaire de ses travaux sur
le problème du plongement, qui montre le cas particulier du théorème ci-dessus pour les
groupes constants. Il simplifie aussi la démonstration de ce cas particulier car, le problème
du plongement étant d’une nature différente de celle de l’approximation faible, la preuve de
Neukirch devient par conséquent assez complexe. Il est aussi intéressant de remarquer que ce
résultat entraîne la trivialité de l’obstruction de Brauer-Manin à l’approximation faible pour
ces espaces. En fait, on peut même démontrer, en utilisant les formules dans [LA14], que ces
espaces homogènes ont un groupe de Brauer non ramifié algébrique Brnr,alV trivial (cf. aussi
[CT14, Corollaire 5.7] pour le cas particulier où le stabilisateur G est constant).
On voit aussi que les hypothèses faites sur les racines de l’unité contenues dans le corps
K ′ imposent que G soit toujours un groupe d’ordre impair, car tout corps global de carac-
téristique différente de 2 contient µ2 = {1,−1}, et en caractéristique 2 on évite de prendre
des groupes d’ordre pair. On en déduit que le fait de demander que G soit résoluble est en
un certain sens superflu, vu que l’on sait d’après le théorème de Feit et Thompson que tout
groupe fini d’ordre impair est résoluble. Ainsi, le résultat de Neukirch entraînait déjà l’ap-
proximation faible pour tout Q-groupe fini G constant d’ordre impair, et la généralisation que
l’on présente ici entraîne l’approximation faible, par exemple, dès que G est d’ordre impair et
déployé par une extensionK ′/K ayant une place réelle, car dans ce cas on a bien µ(K ′) = µ2.
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On rappelle que pour toute K-variété V on a un plongement diagonal
V (K) →֒
∏
v∈ΩK
V (Kv),
de ses K-points dans le produit sur ΩK de ses Kv-points, où ΩK est l’ensemble des places de
K et Kv est le complété de K par rapport à la place v. L’ensemble
∏
v∈ΩK
V (Kv) peut être
muni de la topologie produit, où chacun des V (Kv) est muni de la topologie v-adique. On dit
alors que V vérifie l’approximation faible si l’image de l’ensemble V (K) par ce plongement
est dense dans l’ensemble
∏
v∈ΩK
V (Kv). Dans le cas où V (K) 6= ∅, cela revient à demander
que, pour tout ensemble fini S de places de K, l’ensemble V (K) soit dense dans le pro-
duit
∏
v∈S V (Kv). Or, dans le cadre des espaces homogènes sous un groupe G
′ semi-simple
simplement connexe cette propriété admet une traduction cohomologique : l’approximation
faible pour la variété V = G\G′ considérée dans le théorème 1 est en fait équivalente à la
surjectivité de l’application
H1(K,G)→
∏
v∈S
H1(Kv, G), (1.1)
pour tout ensemble fini S de places de K. En effet, il suffit de considérer le diagramme
commutatif à lignes exactes suivant.
G′(K) //

V (K)
δ
//

H1(K,G) //

H1(K,G′)
∏
v∈S
G′(Kv) //
∏
v∈S
V (Kv)
δ
//
∏
v∈S
H1(Kv, G) //
∏
v∈S
H1(Kv, G
′)
et de rappeler que pour toute place non archimédienne on a H1(Kv, G′) = 1 (cf. [Kne65a],
[Kne65b], [BT87]) et que l’on a une bijection
H1(K,G′)
∼
−→
∏
v∈ΩK
H1(Kv, G
′),
ce qui donne la nullité de H1(K,G′) dans le cas de caractéristique positive (cf. [Har75]), ainsi
qu’une bijection
H1(K,G′)
∼
−→
∏
v∈Ω∞
H1(Kv, G
′), (1.2)
dans le cas d’un corps de nombres, où Ω∞ représente l’ensemble fini des places archimédiennes
(cf. [Har65], [Har66], [Kne66a], [Che89]). Prenant en compte que la variété G′ vérifie l’ap-
proximation faible (cf. [Kne66b]) et que les application δ sont continues pour les topologies
correspondantes (discrète pour V (K) et pour les H1, v-adique pour V (Kv)), il est facile d’en
déduire l’équivalence entre l’approximation aux places v ∈ S pour V et la surjectivité de (1.1).
On voit alors qu’il s’agit ici de regarder la cohomologie galoisienne non abélienne des
groupes finis résolubles. Les résultats que l’on montrera par la suite se prêtent donc à des
démonstrations par dévissage, i.e. il s’agira de casser le groupe G en des morceaux plus
simples. Si l’on note alors ΓK = Gal(K¯/K) pour une clôture séparable K¯ de K, l’argument
de dévissage nous mêne à l’étude des ΓK-modules simples dont l’ordre divise le cardinal du
groupe. Il faudra pourtant demander un peu plus que l’approximation faible à ces groupes
pour pouvoir recoller les morceaux, l’idée à la base étant de “cacher la ramification dans de
bonnes places”. Dans la section 2 on rappelle ce qui est connu dans cette direction, et qui est
essentiellement dû à Neukirch (cf. [Neu79] et [NSW08, Chapter IX]), et on montre quelques
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résultats supplémentaires qui nous seront utiles pour démontrer le théorème principal. La
section 3 est consacrée à l’énoncé et la démonstration du théorème principal. Ce résultat
nous permet par la suite de démontrer un résultat autour du principe de Hasse pour des
espaces homogènes à stabilisateur fini résoluble dans la section 4.
Notations Dans toute la suite de ce texte, on notera ΓL/K := Gal(L/K) pour toute
extension galoisienne L/K et on notera ΓK le groupe de Galois absolu de tout corps K,
i.e. le groupe Gal(K¯/K) avec K¯ une clôture séparable de K. Les groupes (ou ensembles)
de cohomologie galoisienne associés à ces groupes de Galois seront notés respectivement
Hi(L/K, ·) et Hi(K, ·). Le corps K est toujours un corps global, i.e. un corps de nombres ou
le corps de fonction d’une courbe sur un corps fini, dont l’ensemble des places est noté ΩK
et dont les différents complétés sont notés Kv pour v ∈ ΩK . On écrit µ(K) pour désigner
l’ensemble des racines de l’unité contenues dans le corps K et m(K) pour désigner son
cardinal. Enfin, pour tout entier n ≥ 2 premier à la caractéristique de K, on note µn le
sous-groupe de K¯∗ des racines n-ièmes de l’unité et ζn ∈ µn un générateur de ce groupe.
On fera aussi un abus de notation en identifiant tout K-groupe G fini d’ordre premier
à la caractéristique de K avec le ΓK-groupe (ou module) G(K¯) correspondant. Ainsi, on
se permettra de noter b ∈ G pour tout point géométrique b ∈ G(K¯) et aussi, pour tout
sous-quotient ∆ de ΓK dont l’action sur G(K¯) est bien définie, on notera
H1(∆, G) := H1(∆, G(K¯)) et Hom(∆, G) := Homcont(∆, G(K¯)),
Ceci s’appliquera notamment, dans le cas où K est un corps global, pour ∆ = Dv, où Dv
correspond au quotient modérément ramifié du groupe de décomposition d’une place v de
K et G est un groupe déployé par l’extension maximale modérément ramifiée. On remarque
aussi que, puisque G est fini, on a G(K¯) = G(L¯) pour tout corps L contenant K, ce qui
permet par exemple l’identification de H1(ΓKv , G(K¯)) avec H
1(Kv, G). Ces identifications
seront toujours sous-entendues dans la suite.
Pour tout ΓK-module fini A d’exposant n, on notera A∗ le ΓK-module Hom(A, µn). Pour
un tel module, les groupes de Tate-Shafarevich Xi(K,A) sont définis, pour i = 1, 2 en ce qui
nous concerne, comme
X
i(K,A) := Ker
[
Hi(K,A)→
∏
v∈ΩK
Hi(Kv, A)
]
.
On rappelle aussi que la dualité de Poitou-Tate nous donne une dualité parfaite entre
X
2(K,A) et X1(K,A∗).
Enfin, puisque dans la suite on aura toujours recours à différents ensembles infinis de
places de K qui évitent d’autres ensembles finis de places, on utilisera l’expression “presque
toute place xxxxx” pour signifier “toute place xxxxx à l’exception d’une quantité finie”.
2 Préliminaires
Soit A un ΓK-module fini d’ordre premier à la caractéristique de K (lequel correspond aux
points géométriques d’un K-groupe algébrique fini et abélien). Comme il a été évoqué dans
l’introduction, on entend par approximation faible pour A la surjectivité de l’application
H1(K,A)→
∏
v∈S
H1(Kv, A),
pour tout ensemble fini S de places de K. Neukirch a montré que, sous certaines hypothèses,
on peut non seulement demander l’existence d’une classe globale α ∈ H1(K,A) relevant une
famille locale donnée (βv)v∈S ∈
∏
S H
1(Kv, A), mais aussi demander qu’une telle classe α ait
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des bonnes propriétés de ramification, dans un sens qui sera explicité par la suite. Ce résultat
d’approximation “mieux que faible” a été démontré par Neukirch dans [Neu79, Theorem 1]
pour les ΓK-modules simples sur un corps des nombres, et une version pour des corps globaux
quelconques peut être trouvée dans [NSW08, Theorem 9.3.3]. On énonce dans cette section
un corollaire de la version générale que l’on utilisera pour montrer le théorème principal.
Pour ce faire, on rappelle quelques définitions.
Définition 2. SoitKv le complété d’un corps global en une place finie et soitG unKv-groupe
(resp. un ΓKv -module). Une classe α ∈ H
1(Kv, G) est dite :
• cyclique si elle est déployée par une extension cyclique Lv/Kv, i.e. si sa restriction à
H1(Lv, G) est triviale ou, de façon équivalente, si elle provient de l’ensemble (resp.
groupe) H1(Lv/Kv, GLv) par inflation ;
• non ramifiée si elle est déployée par l’extension non ramifiée maximale Knrv de Kv, i.e.
si elle provient de l’ensemble (resp. groupe) H1(Knrv /Kv, G
ΓKnr
v ) par inflation ;
• ramifiée si elle n’est pas non ramifiée ;
• totalement ramifiée si elle est déployée par une extension totalement ramifiée Lv/Kv.
Remarque. Une classe non ramifiée est toujours cyclique. En effet, toute classe α ∈ H1(Kv, G)
est déployée par une extension finie, d’où l’on sait qu’une classe α provenant deH1(Knrv /Kv, G)
provient en fait de H1(Lv/Kv, G), où ΓLv/Kv correspond à un quotient fini de ΓKnrv /Kv
∼= Zˆ
et il est donc un groupe cyclique.
De plus, lorsque G est un groupe constant, il est facile de voir qu’une classe non triviale
et totalement ramifiée est forcément ramifiée.
Avec ces définitions, on peut énoncer l’analogue du résultat de Neukirch. Dans toute la
suite du texte, ℓ désigne un nombre premier différent de p.
Théorème 3. Soit K un corps global de caractéristique p ≥ 0 et soit A un ΓK-module fini
simple de ℓ-torsion pour ℓ 6= p. On suppose qu’il existe une extension finie galoisienne K ′/K
déployant A telle que ζℓ 6∈ K
′. Soit L/K ′ une extension cyclotomique (i.e. engendrée par des
racines de l’unité) contenant ζℓ. Soit S un ensemble fini de places de K contenant les places
archimédiennes et les places divisant ℓ et soit enfin P l’ensemble des places de K totalement
décomposées pour l’extension L/K n’appartenant pas à S.
Alors pour toute famille (βv)v∈S ∈
∏
S H
1(Kv, A), il existe un élément α ∈ H1(K,A) tel
que, si l’on note αv l’image de α dans H
1(Kv, A), on a
• pour toute place v ∈ S, αv = βv ;
• pour toute place v 6∈ S, αv est cyclique et, si αv est ramifié, alors v ∈ P .
Remarque. Dans l’article [Neu79], le résultat de Neukirch n’est valable qu’en caractéristique
0 et pour L = K ′(ζℓ).
Démonstration. Le résultat découle facilement de [NSW08, Theorem 9.3.3] de la façon sui-
vante. Soit ∆ le sous-groupe de torsion première à ℓ du groupe abélien ΓL/K′ et soit K ′ℓ :=
L∆ ⊂ L. On voit alors que [L : K ′ℓ] est premier à ℓ et que ζℓ 6∈ K
′
ℓ car [K
′
ℓ : K
′] est une
puissance de ℓ et ζℓ 6∈ K ′ (et l’extension K ′(ζℓ)/K ′ est de degré premier à ℓ). Les don-
nées (ℓ,K,K ′ℓ, L,ΩK , S) ci-dessus vérifient alors clairement les hypothèses demandées par
[NSW08, Theorem 9.3.3] pour, dans les notations de [NSW08], (p, k,K,Ω, S, T ). ⌣¨
La même démonstration, avec les mêmes notations mais en mettant [NSW08, Theorem
9.1.15(iii)] à la place de [NSW08, Theorem 9.3.3] et P à la place de T , s’applique par ailleurs
au lemme ci-dessous, dont l’analogue chez Neukirch (cf. [Neu79, Lemma 2]) est clé dans la
démonstration de son théorème :
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Lemme 4. Soit K un corps global de caractéristique p ≥ 0 et soit A un ΓK-module fini
simple de ℓ-torsion pour ℓ 6= p. On suppose qu’il existe une extension finie galoisienne K ′/K
déployant A telle que ζℓ 6∈ K ′. Soit L/K ′ une extension cyclotomique contenant ζℓ. Soit enfin
P un ensemble de places de K contenant presque toutes les places totalement décomposées
pour l’extension L/K. Alors le morphisme
H1(K,A∗)→
∏
v∈P
H1(Kv, A
∗),
est injectif, où A∗ := Hom(A, µℓ).
Remarque. On notera en passant que la simplicité de A en tant que ΓK-module est équivalente
à celle de A∗.
Ce lemme admet la généralisation suivante aux ΓK-modules finis pas nécessairement
simples dont la preuve se ramène par un argument de dévissage au cas ci-dessus.
Proposition 5. Soit K un corps global de caractéristique p ≥ 0 et soit A un ΓK-module
fini d’exposant n premier à p. On suppose qu’il existe une extension finie galoisienne K ′/K
déployant A telle que, si l’on note µ(K ′) l’ensemble des racines de l’unité contenues dans
K ′ et m(K ′) son cardinal, alors (m(K ′), n) = 1. Soit L/K ′ une extension cyclotomique
contenant ζn. Soit enfin P un ensemble de places de K contenant presque toutes les places
totalement décomposées pour l’extension L/K. Alors le morphisme
H1(K,A∗)→
∏
v∈P
H1(Kv, A
∗),
est injectif, où A∗ = Hom(A, µn).
Démonstration. Il est évident d’abord que l’on peut se restreindre au cas où P n’est composé
que de places totalement décomposées pour l’extension L/K. La preuve se fait alors par
récurrence sur le cardinal de A, l’injectivité étant vérifiée dans le cas où A est simple d’après
le lemme 4. Si A n’est pas simple, on sait qu’il existe un sous-module B non trivial induisant
un quotient C = A/B et l’on peut supposer que B et C vérifient l’énoncé. On considère alors
le diagramme commutatif à lignes exactes suivant :
H1(K,C∗)

// H1(K,A∗)

// H1(K,B∗)
∏
v∈P
H1(Kv, C
∗) //
∏
v∈P
H1(Kv, A
∗) //
∏
v∈P
H1(Kv, B
∗)
Soit alors α ∈ H1(K,A∗) d’image nulle dans
∏
P H
1(Kv, A
∗). On voit alors que son image
dans
∏
P H
1(Kv, B
∗) est nulle et par conséquent son image dans H1(K,B∗) est nulle aussi
d’après l’injectivité pour B∗. L’élément α provient donc de H1(K,C∗). Or, puisque pour
toute place v ∈ P on a que ζn ∈ Kv, l’action de ΓKv sur les modules A, B, C et µn est
triviale, ce qui nous dit que les ΓKv -modules A
∗, B∗ et C∗ sont déployés, d’où l’on voit qu’on
a la suite exacte
A∗ → B∗ → H1(Kv, C
∗)→ H1(Kv, A
∗),
à partir de laquelle on déduit que l’application H1(Kv, C∗) → H1(Kv, A∗) est injective
pour toute place v ∈ P . On voit alors, en regardant une préimage γ de α dans H1(K,C∗),
que ses localisés γv ∈ H1(Kv, C∗) sont triviaux pour toute place v ∈ P car leur image
αv ∈ H
1(Kv, A
∗) l’est aussi, d’où l’on voit que γ = α = 0 d’après l’injectivité pour C∗, ce
qui conclut. ⌣¨
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La proposition 5 a une conséquence intéressante, laquelle avait déjà été remarquée par
Neukirch pour le cas des ΓK-modules simples (cf. [Neu79, Theorem 2]), et qui nous sera utile
par la suite.
Corollaire 6. Soient K un corps global et A un K-groupe fini abélien d’exposant n premier
à la caractéristique de K. On suppose qu’il existe une extension finie galoisienne K ′/K
déployant A telle que (m(K ′), n) = 1. Alors on a X2(K,A) = 0.
Démonstration. D’après la proposition 5, l’application
H1(K,A∗)→
∏
v∈P
H1(Kv, A
∗),
est injective, d’où X1(K,A∗) = 0. On voit aussitôt par la dualité de Poitou-Tate que
X
2(K,A) = 0. ⌣¨
Pour terminer cette section, on donne un lemme qui justifiera par la suite le fait de forcer
la ramification à tomber dans les places v ∈ ΩK totalement décomposées pour une extension
L/K comme celle de l’énoncé du théorème 3.
Lemme 7. Soit Kv un corps local de caractéristique résiduelle p > 0, soit G un Kv-groupe
constant d’exposant n et soit H un Kv-groupe quotient de G (qui est par conséquent constant).
On suppose que n est premier à p et que ζn ∈ Kv. Soit α ∈ H1(Kv, H) une classe totalement
ramifiée et cyclique. Alors il existe une classe β ∈ H1(Kv, G) totalement ramifiée et cyclique
relevant α, i.e. α est l’image de β par l’application H1(Kv, G)→ H1(Kv, H).
Démonstration. Soit Sv le sous-groupe de ΓKv correspondant à la ramification sauvage. On
a la suite exacte de restriction-inflation
0→ H1(Dv, G)→ H
1(Kv, G)→ H
1(Sv, G),
où l’on rappelle que le groupe Dv = ΓKv/Sv est le groupe profini engendré par deux géné-
rateurs σv et τv soumis à la relation σvτvσ−1v = τ
qv
v , où qv est le cardinal du corps résiduel
(cf. [NSW08, 7.5.3]). Le groupe Sv étant un pro-p-groupe et le Kv-groupe G étant constant
d’exposant n premier à p, on a que H1(Sv, G) = Hom(Sv, G)/conj. = 1. Il en va de même
pour H , donc il nous suffit d’étudier l’application H1(Dv, G)→ H1(Dv, H).
La classe α ∈ H1(Kv, H) est alors représentée par un morphisme a : Dv → H et son noyau
définit une extension totalement ramifiée et cyclique de Kv, ce qui nous dit que l’image de
a est un sous-groupe cyclique de H . Or, on sait que τv engendre le sous-groupe Iv de Dv
correspondant à ΓKmr/Knr , où Kmr/K est l’extension modérément ramifiée maximale de K.
Cela nous dit qu’il y a équivalence entre affirmer que α est totalement ramifiée et qu’elle
est représentée par un morphisme a dont l’image est engendrée par a(τv). En effet, l’image
d’un tel morphisme est isomorphe au groupe cyclique ΓLv/Kv correspondant à l’extension
Lv/Kv induite par le noyau de a. La classe α est alors totalement ramifiée si et seulement
si cette extension l’est, ce qui est le cas si et seulement si cette extension n’admet pas de
sous-extension non ramifiée, ce qui est vrai pour sa part si et seulement si l’image τ¯v de τv
dans ΓLv/Kv engendre tout le groupe car la sous-extension non ramifiée maximale de Lv/Kv
est celle invariante par τ¯v. Ainsi, on déduit que a(τv) engendre l’image de a et l’on voit par
la suite que a(σv) = a(τv)m pour un certain m ∈ N.
Soient maintenant g ∈ G une préimage de a(τv) dans G. On définit le morphisme b :
Dv → G en posant b(τv) = g et b(σv) = gm. C’est un morphisme bien défini car on a
b(σvτvσ
−1
v ) = b(σv)b(τv)b(σv)
−1 = b(τv)
mb(τv)b(τv)
−m = b(τv)
et
b(τqvv ) = b(τv)
qv = b(τv),
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car, l’exposant de G étant n, on sait que b(τv)n = 1 et, puisque Kv contient ζn, on a que n
divise qv − 1. On voit alors immédiatement que la classe β de b dans H1(Kv, G) relève α.
Il est aussi évident que β est totalement ramifiée et cyclique car l’image de b est égale au
sous-groupe de G engendré par g et est donc engendrée par b(τv), d’où le noyau de b définit
une extension cyclique de Kv qui est totalement ramifiée d’après l’argument donné dans le
dernier paragraphe. ⌣¨
3 Approximation faible pour des stabilisateurs résolubles
Désormais on notera µ(K) le groupe des racines de l’unité contenues dans le corps K. On
notera aussi m(K) le cardinal de µ(K). On rappelle qu’une extension cyclotomique L/K est
une extension engendrée par des racines de l’unité.
Dans cette section, on montre le résultat principal de ce texte, qui est le suivant :
Théorème 8. Soient K un corps global et G un K-groupe fini résoluble d’exposant n premier
à la caractéristique de K. On suppose qu’il existe une extension finie galoisienne K ′/K
déployant G telle que (m(K ′), n) = 1. Soit L/K ′ une extension cyclotomique contenant ζn.
Soit S un ensemble fini de places de K contenant les places archimédiennes et les places v
ramifiées pour K ′/K. Soit enfin P l’ensemble des places de K totalement décomposées pour
l’extension L/K ne divisant pas n et n’appartenant pas à S.
Alors, pour tout élément (βv)v∈S de
∏
S H
1(Kv, G), il existe une classe α ∈ H1(K,G)
telle que, si l’on note αv l’image de α dans H
1(Kv, G), on a
(i) pour toute place v ∈ S, αv = βv ;
(ii) pour toute place v 6∈ S, αv est cyclique et, si αv est ramifiée, alors elle est totalement
ramifiée et v ∈ P .
En particulier, si V = G\G′ pour un K-plongement G → G′ avec G′ un K-groupe semi-
simple simplement connexe, alors V vérifie l’approximation faible.
Avant de démontrer le résultat, on montre que, dès que l’approximation faible (ou en-
core “mieux que faible”) est vérifiée, on a un certain contrôle sur les cocycles relevant les
classes locales. Ce fait, exprimé dans le lemme suivant, est d’une importance capitale dans
la démonstration.
Lemme 9. Soit G un K-groupe fini d’exposant n premier à la caractéristique de K déployé
par une extension galoisienne K ′/K. Soient ℓ1, . . . , ℓr des nombres premiers différents de la
caractéristique de K. On suppose que ζℓi 6∈ K
′ pour tout 1 ≤ i ≤ r. Supposons enfin que G
vérifie l’approximation “mieux que faible” par rapport à un ensemble P ⊂ ΩK , c’est-à-dire que,
pour toute donnée (S, (βv)v∈S) comme dans le théorème 8, on peut trouver α ∈ H1(Kv, G)
vérifiant les propriétés (i) et (ii).
Alors pour toute telle donnée (S, (βv)v∈S), il existe une extension galoisienne K
′′/K vé-
rifiant
(*) K ′′ contient K ′ et ne contient pas ζℓi pour tout 1 ≤ i ≤ r ;
et une classe α ∈ H1(K ′′/K,G) vérifiant les propriétés (i) et (ii).
Démonstration. Soit vi une place de K n’appartenant pas à S totalement décomposée en K ′,
mais qui reste inerte pour l’extension K ′(ζℓi)/K
′, extension qui est par ailleurs galoisienne
sur K. En d’autres termes, le groupe ΓK′(ζℓi )/K est une extension d’un groupe cyclique par
le groupe ΓK′/K et on demande alors que le groupe de décomposition de vi corresponde à ce
sous-groupe cyclique distingué de ΓK′(ζℓi )/K . Une telle place existe en dehors de S d’après le
théorème de Čebotarev.
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Il suffit alors de considérer un élément α ∈ H1(K,G) vérifiant les propriétés (i) et (ii) et
tel qu’en plus pour ses localisés αvi ∈ H
1(Kvi , G) on ait αvi = 0 pour 1 ≤ i ≤ r, c’est-à-dire
qu’on rajoute les vi à l’ensemble fini S, on pose βvi = 0 et on applique l’approximation
“mieux que faible” pour l’ensemble S′ réunion de S et des vi. En effet, de cela on déduit que,
si l’on note α′ la restriction de α à H1(K ′, G), alors elle est représentée par un morphisme a′
(car K ′ déploie G) qui s’annule en le groupe de décomposition de wi pour toute place wi de
K ′ au-dessus de vi, car αvi = 0 entraîne α
′
wi = 0. Or, puisque vi est totalement décomposée
en K ′/K, on a ΓKvi ⊂ ΓK′ et Kvi
∼= K ′wi et les groupes de décomposition des différents wi
s’identifient aux sous-groupes σΓKviσ
−1 pour σ ∈ ΓK′/K . Ainsi, on voit que a′ s’annule en
σΓKviσ
−1 pour σ ∈ ΓK′/K .
D’autre part, si l’on note ∆′ le noyau de a′, on sait qu’il est distingué dans ΓK′ , mais
pas forcément dans ΓK . Soit alors ∆′′ l’intersection des σ∆′σ−1 pour σ ∈ ΓK′/K . C’est
un sous-groupe distingué de ΓK et définit alors une extension finie galoisienne K ′′/K. Or,
puisque tous les conjugués de ΓKvi ⊂ ΓK sont dans ∆
′, on voit qu’ils sont aussi contenus
dans ∆′′ = ΓK′′ . Ainsi, on voit que vi est totalement décomposée pour l’extension K ′′/K,
d’où l’on déduit que ζℓi 6∈ K
′′. De plus, il est évident que α provient de H1(K ′′/K,G), car si
l’on choisit un cocycle a : ΓK → G(K¯) le représentant, on voit que a′ n’est rien d’autre que
la restriction de a à ΓK′ ⊂ ΓK à conjugaison près et il s’annule alors en ΓK′′ ⊂ ∆′.
Enfin, il faut remarquer que, si la propriété (ii) n’est vérifiée a priori que pour les places
v 6∈ S′ et non pas pour les places v 6∈ S, il est clair que pour les places v ∈ S′ r S (i.e. pour
les vi) on a bien que αv est non ramifié (et donc cyclique) car il est trivial par définition. ⌣¨
Remarque. Vue la démonstration de ce lemme, on voit qu’on a un résultat totalement ana-
logue pour un groupeG vérifiant l’approximation faible, ou encore l’approximation très faible,
i.e. l’approximation pour tout ensemble fini S de places de K en dehors d’un ensemble fini
S0 fixé auparavant et dépendant de G. C’est-à-dire, par exemple, que si G est un groupe
fini d’exposant premier à la caractéristique de K vérifiant l’approximation faible et déployé
par une extension galoisienne K ′/K telle que ζℓi 6∈ K
′ pour des nombres premiers ℓ1, . . . , ℓr
donnés, alors pour tout ensemble fini S de places de K on peut relever une famille d’éléments
(βv)v∈S dans
∏
S H
1(Kv, G) en un élément α ∈ H1(K ′′/K,G) avec K ′′ contenant K ′ et ne
contenant pas les ζℓi pour 1 ≤ i ≤ r.
Démonstration du théorème 8. On démontre l’énoncé par récurrence sur le cardinal de G, et
on fait cela en trois étapes.
Étape 1 : Établissement de la récurrence Pour i ≥ 0, notonsDi+1(G) := [Di(G), Di(G)]
le (i+1)-ème dérivé deD0(G) := G. Ce sont des sous-groupes caractéristiques deG et, puisque
G est résoluble, on sait qu’il existe j ∈ N tel que Dj(G) 6= {1} et Dj+1(G) = {1}, d’où l’on
déduit que Dj(G) est abélien et caractéristique dans G. Soit alors A la partie de ℓ-torsion
de Dj(G) pour un ℓ donné divisant le cardinal de Dj(G) (et donc de G). C’est aussi un
sous-groupe caractéristique de G, car il est caractéristique dans Dj(G). Le sous-groupe A
est alors un ΓK-module de ℓ-torsion non trivial, ce qui nous permet de regarder H = G/A
comme un ΓK-groupe de cardinal strictement plus petit que celui de G.
Pour ces données, on a le diagramme commutatif à lignes exactes suivant.
H1(K,A)

// H1(K,G)

// H1(K,H)
∏
v∈ΩK
H1(Kv, A) //
∏
v∈ΩK
H1(Kv, G) //
∏
v∈ΩK
H1(Kv, H).
(3.1)
Dans le cas oùG serait lui-même un ΓK-module de ℓ-torsion (cas où l’on aurait par conséquent
A = G), il se peut que G soit simple ou qu’il ne le soit pas. Dans le premier cas, le résultat
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se ramène au théorème 3. En effet, il suffit de remarquer que, pour v ∈ P et G de ℓ-torsion,
une classe αv ∈ H1(Kv, G) cyclique et ramifiée est forcément déployée par une extension
totalement ramifiée, car elle correspond à un morphisme (on rappelle que pour v ∈ P le
groupe G est constant en tant que ΓKv -groupe) dont l’image est isomorphe à Z/ℓZ et elle est
alors déployée par une extension de degré ℓ, laquelle est totalement ramifiée dès qu’elle est
ramifiée.
Dans le deuxième cas, on (re)définit A comme n’importe quel sous-module propre non
trivial de G, ce qui assure que A sera toujours un sous-ΓK-module de cardinal strictement
plus petit que celui de G et on peut alors supposer que l’on a le diagramme (3.1) et que
tant A que H vérifient l’énoncé pour la même extension L/K, ainsi que pour toute autre
extension vérifiant les mêmes hypothèses.
Étape 2 : Construction d’un élément global dans H1(K,G) Considérons alors (βv)v∈S ∈∏
S H
1(Kv, G). Soit (γv)v∈S l’image de cet élément dans
∏
S H
1(Kv, H). On peut le relever
en un élément γ ∈ H1(K,H) vérifiant la deuxième propriété de l’énoncé. De plus, le lemme 9
nous dit que l’on peut supposer que γ provient de H1(K ′′/K,H) pour une certaine extension
galoisienne K ′′/K contenant K ′ et ne contenant pas ζℓ pour tout ℓ divisant n. On obtient
alors des localisations γv ∈ H1(Kv, H) pour toutes les places v 6∈ S.
Suivant Serre (cf. [Ser02, I.5.6]), pour un cocycle c représentant γ, on peut associer à γ
une classe δ(γ) ∈ H2(K, Ac ), où Ac est le tordu de A par le cocycle c, i.e. un module égal à
A en tant que groupe mais avec l’action tordue
aσ∗
c
= cσ · a
σ ,
où cσ ∈ H agit sur A par conjugaison. De plus, toujours d’après [Ser02, I.5.6], on sait que
γ se relève en un élément de H1(K,G) si et seulement si δ(γ) = 0. Or, cette construction
étant compatible avec la localisation, on a des classes δ(γv) ∈ H2(Kv, Ac ) qui correspondent
à δ(γ)v pour toute place v de K. Ces classes se trouvent être triviales. En effet :
Pour v ∈ S, γv provient de βv ∈ H1(Kv, G), d’où δ(γv) = 0 d’après ce que l’on vient de
dire.
Pour v 6∈ S, si γv ∈ H1(Knrv /Kv, H), alors son image dans H
2(Kv, Ac ) est en fait dans
H2(Knrv /Kv, Ac ) et ce groupe est trivial car la dimension cohomologique deGal(K
nr
v /Kv)
∼= Zˆ
est 1. On voit alors par ailleurs que l’on peut relever γv en un élément βv ∈ H1(Knrv /Kv, G).
Sinon, on sait que αv est totalement ramifiée et cyclique et que v ∈ P , doncKv déploieG et
contient ζn (car ΓKv ⊂ ΓL). Le lemme 7 nous dit alors qu’il existe une classe βv ∈ H
1(Kv, G)
totalement ramifiée et cyclique relevant γv et donc en particulier on a δ(γv) = 0.
En résumant, pour toute place v de K, γv se relève en un élément βv ∈ H1(Kv, G) et
donc δ(γv) = 0. De plus, pour toute place v 6∈ S telle que βv est ramifié, on a v ∈ P et la
classe βv est totalement ramifiée et cyclique. Or, puisque A est déployé par K ′ et que c est
un cocycle que l’on peut supposer défini sur K ′′/K, on sait que le K-groupe Ac est déployé
par l’extension K ′′/K, laquelle ne contient pas ζℓ pour tout ℓ divisant n. Le corollaire 6 nous
dit alors que X2(K, Ac ) = 0, donc δ(γ) = 0 et alors γ provient d’un élément β0 ∈ H
1(K,G).
Étape 3 : Correction de l’élément global Puisque β0 s’envoie sur γ, on sait que pour
toute place v on a que β0,v et βv ont la même image dans H1(Kv, H). Fixons alors un cocycle
b0 représentant β0 et tordons le diagramme (3.1) par b0. Pour un élément ξ dans un ensemble
de cohomologie donné du diagramme (3.1), on note ξb0 son image après torsion par b0. On a
alors que, pour toute place v de K, γb0 v est trivial, d’où l’on déduit que βb0 v provient d’un
élément α′v ∈ H
1(Kv, Ab0 ).
On remarque que, quitte à changer b0 par un cocycle cohomologue, on peut supposer
qu’il relève le cocycle c ∈ Z1(K ′′/K,H) représentant γ. Ceci ne veut pas dire que l’on a
b0 ∈ Z
1(K ′′/K,G), mais au moins on sait que la restriction de b0 à ΓK′′ ⊂ ΓK correspond à
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un morphisme (car K ′′ déploie G) à valeurs dans le ℓ-groupe A. Ceci nous dit que, si l’on note
K ′′′/K l’extension galoisienne minimale déployant b0 (i.e. celle correspondant au sous-groupe
de ΓK dont l’image par b0 est 1), on a que le degré de K ′′′/K ′′ est une puissance de ℓ car
le groupe ΓK′′′/K′′ est alors isomorphe à un sous-groupe de A. On en déduit que K ′′′ ne
contient pas ζℓ car le degré de K ′′(ζℓ)/K ′′ divise ℓ− 1 et ζℓ 6∈ K ′′. Il est par ailleurs évident
que Ab0 est un ΓK-module déployé par K
′′′.
Soit alors S′ la réunion de S avec l’ensemble des places v telles que β0,v est ramifié et les
places ramifiées pour l’extension K ′′′/K. L’hypothèse de récurrence appliquée au K-groupe
Ab0 déployé par K
′′′ nous dit alors que, si l’on note P ′ ⊂ P l’ensemble des places dans P
totalement décomposées pour l’extension L′ := LK ′′′/K et n’appartenant pas à S′, il existe
une classe α1 ∈ H1(K, Ab0 ) telle que
• pour toute place v ∈ S′, on a α1,v = α′v ;
• pour toute place v 6∈ S′, α1,v est cyclique et, si α1,v est ramifiée, alors elle est totalement
ramifiée et v ∈ P ′.
On remarque maintenant que, pour les places v ∈ P ′, le cocycle b0,v est trivial. En ef-
fet, puisque les places v ∈ P ′ sont totalement décomposées pour l’extension K ′′′/K, on a
ΓKv ⊂ ΓK′′′ et b0 s’annule en ΓK′′′ . On en déduit alors que Gb0 et G sont isomorphes en
tant que ΓKv -groupes et que la bijection donné par la torsion par b0 se réduit à l’identité sur
H1(Kv, G), et il en va de même donc pour Ab0 et A.
Notons β1 l’image de α1 dans H1(K, Gb0 ). Il suffit alors pour conclure de définir l’élément
α ∈ H1(K,G) comme la préimage de β1 par la bijection donnée par la torsion par b0 (i.e.
αb0 = β1). Cet élément vérifie :
• pour toute place v ∈ S′, on a que αv = βv car αb0 v = β1,v est l’image de α1,v = α
′
v ∈
H1(Kv, Ab0 ) et α
′
v s’envoie en βb0 v ∈ H
1(Kv, Gb0 ) ;
• pour toute place v 6∈ S′∪P ′ on a que αv ∈ H1(Knrv /K,G) : en effet, il suffit de remarquer
que l’on a αb0 v = β1,v ∈ H
1(Knrv /K, Gb0 ) car il provient de α1,v ∈ H
1(Knrv /K, Ab0 ), et
que l’on a tordu par un cocycle représentant la classe β0,v ∈ H1(Knrv /K,G) (on rappelle
que S′ contient par définition les places où β0 ramifie et que la torsion est compatible
avec les morphismes d’inflation) ;
• pour toute place v ∈ P ′, αv correspond à l’image de α1,v ∈ H1(Kv, Ab0 ) = H
1(Kv, A)
car la torsion est réduite à l’identité pour ces places ;
d’où l’on voit que l’élément α convient, car on a alors
• pour toute place v ∈ S, elle est contenue dans S′ et alors αv = βv.
• pour toute place v 6∈ S, si αv ramifie, alors elle est dans S′ ∪ P ′, donc soit on a v ∈ S′,
auquel cas on a aussi αv = βv et alors on a bien v ∈ P et que αv est totalement ramifiée
et cyclique d’après la construction des βv ; soit on a v ∈ P ′ ⊂ P et alors αv correspond
à l’image de la classe α1,v, laquelle est bien totalement ramifiée et cyclique.
⌣¨
4 Principe de Hasse pour des stabilisateurs résolubles
Dans cette section on a besoin de la notion de K-lien, ou plutôt de ΓK-lien. On rappelle alors
ici sa définition et quelques propriétés.
Soient G un groupe abstrait et Γ un groupe profini. On note Aut(G) (resp. Int(G)) le
groupe des automorphismes de G (resp. des automorphismes intérieurs). On sait que Int(G)
est distingué dans Aut(G). On note Out(G) := Aut(G)/Int(G) et π : Aut(G) → Out(G) la
projection canonique. On munit ces trois groupes de la topologie discrète.
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Définition 10. Un Γ-lien sur G est un homomorphisme κ : Γ→ Out(G) tel qu’il existe une
application continue φ : Γ→ Aut(G) relevant κ, i.e. tel que κ = π ◦ φ.
S’il existe un tel φ qui soit en plus un homomorphisme de groupes (ou en d’autres termes,
si G est un Γ-groupe via φ), le Γ-lien κ est dit trivial.
Remarque. Lorsque G est fini, tout homomorphisme continu κ : Γ → Out(G) admet clai-
rement une telle application φ le relevant, d’où l’on voit que la donnée d’un Γ-lien sur G
correspond à la donnée du morphisme κ.
Pour un Γ-lien L = (G, κ), on peut construire via des cocycles (cf. [Spr66, 1.14]) un
ensemble de 2-cohomologie H2(Γ, L). Cet ensemble classifie les extensions de groupes
1→ G→ E → Γ→ 1,
telles que l’action extérieure de Γ sur G induite par conjugaison dans E correspond au mor-
phisme κ : Γ→ Out(G) (cf. [Spr66, 1.15]). Dans cet ensemble, on distingue un sous-ensemble,
noté N2(Γ, L) et dit des classes neutres, formé des classes correspondant à des extensions scin-
dées. On voit immédiatement que ces classes induisent (au moins) une structure de Γ-groupe
sur G tout simplement par conjugaison dans E via un scindage de la suite.
Soit maintenant X un K-espace homogène sous un groupe G′ semi-simple simplement
connexe, soit x ∈ X(K¯) et soit G¯ le stabilisateur de x, que l’on suppose fini et résoluble
d’exposant n premier à la caractéristique de K. Suivant Springer [Spr66, 1.20], on peut
associer à (X, x) une structure de ΓK-lien L = (G¯(K¯), κ) sur G¯(K¯), ainsi qu’une classe
η(X) ∈ H2(K,L) := H2(ΓK , L). Toujours d’après Springer [Spr66, 1.20, 1.27] (cf. aussi
[Bor93, §7.7]), on sait que la classe η(X) ∈ H2(K,L) est neutre si et seulement s’il existe
un espace principal homogène P sous G′ qui est au-dessus de X , i.e. qui est muni d’un
K-morphisme d’espaces homogènes P → X .
Proposition 11. Soit X comme ci-dessus et supposons que X(K) 6= ∅. Alors η(X) ∈
N2(K,L).
Démonstration. Soit x ∈ X(K) et soit P := G′ l’espace principal homogène trivial sous
G′, i.e. l’action de G′ sur P étant la multiplication à droite. On définit un K-morphisme
P → X en envoyant g ∈ P = G′ dans x · g ∈ X . Il est clair que ce morphisme est équivariant
avec la K-action de G′ sur P . Le morphisme ainsi défini est alors un morphisme d’espaces
homogènes, ce qui nous dit que η(X) ∈ N2(K,L) d’après ce qui a été dit ci-dessus. ⌣¨
Si l’on note Z¯ le centre de G¯, on voit clairement que l’on a un morphisme canoniquement
induit Aut(G¯(K¯)) → Aut(Z¯(K¯)) qui passe au quotient en un morphisme Out(G¯(K¯)) →
Aut(Z¯(K¯)). Le morphisme κ induit alors par composition une structure de ΓK-module sur
Z¯(K¯), i.e. une K-forme Z de Z¯ puisqu’il s’agit d’un groupe fini (cf. aussi [Spr66, 1.16]).
On peut montrer facilement que l’ensemble H2(K,L), dès qu’il est non vide, admet une
structure d’espace principal homogène sous le groupe H2(K,Z) (cf. [Spr66, 1.17]). De même,
on peut montrer que, dès que le sous-ensemble N2(K,L) est non vide, donc dès que le groupe
G¯(K¯) admet une structure de ΓK-groupe, ou encore, dès que G¯ admet une K-forme G, le
sous-ensemble N2(K,L) peut être décrit par cette action de la façon suivante :
Proposition 12. Soient G¯, κ, L, Z¯ et Z comme ci-dessus. Soient η ∈ N2(K,L), α ∈
H2(K,L) et ξ ∈ H2(K,Z) le seul élément tel que α = ξ · η. Soit enfin G une K-forme de G¯
induite par η. Alors α ∈ N2(K,L) si et seulement si ξ appartient à l’image de l’application
H1(K,G/Z)
δ
−→ H2(K,Z) induite par la suite exacte
1→ Z → G→ G/Z → 1.
On remarquera que la K-forme Z de Z¯ est bien un K-sous-groupe de la K-forme G de
G¯. Cela se déduit en effet immédiatement de la façon dont on a obtenu ces K-formes.
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Démonstration. C’est la proposition 2.3 de [Bor93], à cela près que Borovoi se place sur un
corps K de caractéristique 0, mais sa démonstration marche en fait sans aucun changement
en caractéristique p pour des groupes finis d’ordre premier à p. ⌣¨
Remarque. On notera que la notion de K-lien, un peu plus technique que celle de ΓK-lien
et définie via le groupe de morphismes semi-algébriques SAut(G¯) de G¯, n’est pas nécessaire
dans notre cas car on a affaire à des groupes finis d’ordre premier à la caractéristique. En
effet, un tel K¯-groupe fini G¯ admet toujours une K-forme canonique (à savoir, celle de K-
groupe constant) et cette forme nous dit que le groupe SAut(G¯) est dans ce cas isomorphe
au produit direct Aut(G¯(K¯))×ΓK et il en va de même pour les automorphismes extérieurs.
On a alors une équivalence entre K-liens sur G¯ et ΓK-liens sur G¯(K¯).
Tous ces rappels étant faits, on peut passer au résultat principal de cette section, qui est
le suivant.
Théorème 13. Soit X un espace homogène sur G′ à stabilisateur fini résoluble G¯ d’exposant
n comme ci-dessus. Soit K ′/K l’extension correspondant au noyau du morphisme κ : ΓK →
Out(G¯(K¯)) correspondant à (X, x). On suppose que (m(K ′), n) = 1, où m(K ′) est le cardinal
de µ(K ′). Alors, si X(Kv) 6= ∅ pour toute place v ∈ ΩK , la variété X admet un K-point, i.e.
X(K) 6= ∅.
Remarque. Si le lien L (et par conséquent le morphisme κ) dépend du choix du K¯-point x,
l’extension K ′ en est en fait totalement indépendante. Cela peut se voir facilement à partir
de la construction de κ dans [Spr66, 1.20].
La démonstration de ce “principe de Hasse” utilise de façon cruciale le théorème 8.
Démonstration. On montrera d’abord la neutralité de η(X), ce qu’on fera en trois étapes.
Étape 1 : Existence d’une classe neutre dans H2(K,L) Si l’on suppose queX(Kv) 6= ∅
pour toute place v de K, la proposition 11 nous dit que η(Xv) = η(X)v ∈ H2(Kv, L) est
neutre pour toute place v de K, où Xv = X ×K Kv.
On rappelle maintenant que l’on a la suite exacte
1→ Int(G¯(K¯))→ Aut(G¯(K¯))
π
−→ Out(G¯(K¯))→ 1,
et que la neutralité de η(Xv) correspond à l’existence d’un morphisme fv : ΓKv → Aut(G¯(K¯))
relevant κv : ΓKv → Out(G¯(K¯)), où κv est bien entendu la restriction évidente de κ : ΓK →
Out(G¯(K¯)). Les hypothèses faites sur K ′ et le fait que Int(G¯(K¯)) soit un groupe résoluble (en
effet, il est isomorphe à G¯(K¯)/Z¯(K¯)) nous permettent d’utiliser un théorème de Neukirch,
à savoir le “Main Theorem” de [Neu79], lequel est valable aussi en caractéristique positive,
cf. [NSW08, 9.5.5].1 Ce théorème assure l’existence d’un morphisme f0 : ΓK → Aut(G¯(K¯))
relevant κ et induisant fv pour un sous-ensemble fini S ⊂ ΩK que l’on peut prendre à
discrétion. Ce morphisme correspond à une classe neutre η0 de H2(K,L) et définit une K-
forme G0 de G¯.
Étape 2 : Choix d’une “bonne” classe neutre dans H2(K,L) Il s’agit maintenant de
faire un bon choix de l’ensemble S et des relèvements fv de κv pour les places v ∈ S pour
avoir un certain contrôle sur la K-forme G0, de façon que l’on puisse appliquer par la suite le
théorème principal d’approximation faible (théorème 8). La démarche est la même que dans
le lemme 9 : considèrons, pour chaque nombre premier ℓi divisant n, une place vi totalement
décomposée pour l’extension K ′/K et inerte pour l’extension L′i = K
′(ζℓi)/K
′. On voit alors
1Pour être plus précis, on utilise ce théorème pour la suite exacte
1 → Int(G¯(K¯)) → E → Im(κ) → 1,
où E désigne la préimage de Im(κ) par π : Aut(G¯(K¯)) → Out(G¯(K¯)).
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que κvi correspond au morphisme trivial car ΓKvi ⊂ ΓK′ et alors on peut supposer que fvi
est aussi trivial. On définit S comme l’ensemble des places vi que l’on vient de considérer.
Considérons alors le morphisme f0 : ΓK → Aut(G¯(K¯)) donné par le théorème de Neukirch
pour ce choix particulier de S et des morphismes fv pour v ∈ S et notons K ′′/K l’extension
galoisienne correspondant au noyau de f0. On voit donc que ζℓi 6∈ K
′′ pour tout i. En effet,
de même que dans le lemme 9, on voit que si K ′′ contenait ζℓi , alors on aurait L
′
i ⊂ K
′′, ou
encore ΓK′′ ⊂ ΓL′
i
, d’où l’on aurait ΓKvi 6⊂ ΓK′′ car ΓKvi 6⊂ ΓL′i par hypothèse. De cela on
voit enfin que la restriction fvi de f0 ne serait pas triviale, contredisant nos hypothèses.
Le morphisme f0 que l’on vient de construire correspond alors à une classe neutre η0 de
H2(K,L) et définit une K-forme G0 de G¯ déployée par une extension K ′′/K ne contenant
pas ζℓ pour tout nombre premier ℓ divisant n.
Étape 3 : Application du théorème principal En rappelant alors que H2(K,L) admet
une structure d’espace principal homogène sous le groupe H2(K,Z) (cf. le début de la sec-
tion), on voit qu’il existe une classe ξ ∈ H2(K,Z) telle que ξ · η0 = η(X). La proposition 12
nous dit que la neutralité de η(X) est équivalente au fait que ξ provienne de H1(K,G0/Z).
Il s’agit alors de trouver une pré-image de ξ dans cet ensemble.
On sait que pour presque toute place v de K (i.e. sauf pour un nombre fini) on a ξv ∈
H2(Knrv /Kv, Z) = 0. Soit alors S0 la réunion des places archimédiennes, des places ramifiées
pour l’extension K ′′/K et de l’ensemble fini des places de K telles que ξv 6= 0. Pour ces places
on sait, toujours d’après la proposition 12, que ξv provient d’un élément ψv ∈ H1(Kv, G0/Z)
car les η(Xv) sont tous neutres.
Le théorème 8 nous dit alors que, si l’on note P l’ensemble des places totalement dé-
composées pour l’extension L′′ = K ′′(ζn)/K, ne divisant pas n et n’appartenant pas à S0, il
existe alors une classe α ∈ H1(K,G0/Z) telle que
• pour toute place v ∈ S0, αv = ψv ;
• pour toute place v 6∈ S0, αv est cyclique et, si αv est ramifiée, alors elle est totalement
ramifiée et v ∈ P .
On veut montrer que α relève ξ, ce qui donnera par suite que η(X) est une classe neutre.
Pour ce faire, on donne le même argument que dans l’étape 2 de la preuve du théorème 8 :
soit v 6∈ S0, on a alors la suite exacte
H1(Kv, G0)→ H
1(Kv, G0/Z)→ H
2(Kv, Z).
Si αv est non ramifié, on sait que son image dansH2(Kv, Z) est triviale carH2(Knrv /Kv, Z) =
0. Sinon, on sait que v ∈ P , donc en particulier que ζn ∈ Kv et que G0 est un Kv-groupe
constant, et que αv est cyclique et totalement ramifiée. Le lemme 7 nous dit alors qu’il existe
une classe βv ∈ H1(Kv, G0) relevant αv, ce qui nous dit que l’image de αv dans H2(Kv, Z)
est nulle.
En résumant, on voit que pour toute place v 6∈ S0, on a que αv provient d’un élément dans
H1(Kv, G0) et alors que son image dans H2(Kv, Z) est triviale, d’où l’on voit que l’image de
αv dans H2(Kv, Z) est égale à ξv pour toute place v ∈ ΩK . Enfin, il est facile de voir que Z
est un K-groupe déployé par K ′/K, ce qui nous dit qu’il vérifie les hypothèses du corollaire
6 et on a alors que X2(K,Z) = 0, donc α est bien un relèvement de ξ.
Fin de la démonstration La proposition 12 nous permet alors de conclure que η(X)
est neutre, prouvant finalement l’existence d’un espace principal homogène P sous G′ au-
dessus de X . Dans le cas de caractéristique positive, la nullité de H1(K,G′) (cf. [Har75])
nous dit alors que X admet un K-point tout simplement en poussant le K-point de P = G′
correspondant à l’élément neutre. Dans le cas de caractéristique 0 il faut remarquer sinon
que, puisque n est premier à m(K ′), il est notamment impair. Il est facile alors de voir par un
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argument de dévissage que, pour toute place archimédienne v de K, l’ensemble H1(Kv, G0)
est trivial, d’où l’application
H1(K,G0)→
∏
v∈Ω∞
H1(Kv, G0),
est trivialement surjective, et il en est de même pour toute K-forme de G¯. Ainsi, il suffit de
suivre la démonstration de [Bor93, Lemma 7.10] en utilisant la surjectivité de l’application
ci-dessus et le principe de Hasse pour le H1 des groupes semi-simples simplement connexes
cité dans l’introduction pour démontrer de la même façon l’existence d’un K-point sur X , ce
qui conclut. ⌣¨
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